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Introduction

La théorie des inégalités variationnelles a commencé au début des années soixante et

a connu un développement substantiel depuis lors; voir, par exemple, [1, 2, 12] et leurs

références. Les principaux ingrédients de l’étude des inégalités variationnelles sont les ar-

guments de monotonie et de convexité, y compris les propriétés du sous-différentiel d’une

fonction convexe. En revanche, la théorie des inégalités hémivariationnelles s’appuie sur des

propriétés de la sous-différentielle au sens de Clarke, définies pour des fonctions localement

de Lipschitz qui peuvent être non convexes. L’analyse des inégalités hémivariationnelles, y

compris les résultats d’existence et d’unicité, peut être trouvée dans [9, 10, 13]. Applications

des inéquations variationnelles et hémivariationnelles en mécanique et sciences de l’ingénieur,

et en mécanique des contacts en particulier, se trouvent dans [13, 14], entre autres. Les in-

équations variationnelles hémivariationnelles représentent une classe spéciale d’inégalités,

dans lesquelles des fonctions convexes et non convexes sont impliquées. L’intérêt pour leur

étude est motivé par divers problèmes de mécanique (par exemple, [10, 11]).

Le reste de la mémoire est organisé comme suit. Dans le premier chapitre, nous intro-

duisons des notions générales pour une bonne compréhension des problèmes traités dans la

suite.

Dans le deuxième chapitre, nous introduisons la classe d’inéquations hémivariationnelles

à étudier, énonçons et prouvons un résultat abstrait d’existence et d’unicité. La preuve du

résultat est basée sur des arguments de surjectivité pour les opérateurs pseudomonotones.

Enfin, dans le troisième chapitre, nous considérons un problème de contact dans lequel

le comportement du matériau est modélisé avec une loi de comportement élastique non

linéaire et les conditions de contact sans frottement sont sous une forme sous-différentielle.
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Notations

Le problème de contact conduit à une inéquations hémivariationnelle pour le champ de

déplacement, et nous appliquons nos résultats abstraits à l’analyse du problème.

Notations
N L’ensemble des entiers positifs

N0 L’ensemble des entiers non négatifs, c’est-à-dire N0 = N ∪ {0}
Rd L’espace euclidien de dimension d

Sd L’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd

2X Tous les sous-ensembles d’un ensemble X

Ω est un domaine de Rd(d = 1, 2, 3) avec frontière Γ = ∂Ω

Ω L’adhérence de Ω, i.e.,Ω = Ω ∪ Γ

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3

Γ1 La partie de la frontière où le déplacement est nul

Γ2 La partie de la frontière où les tractions sont prescrites

Γ3

Une partie mesurable de Γ, il représente la partie de la frontière où

le contact a lieu

A : X −→ 2X Un opérateur multivalué

D (A) Le domaine de A

R (A) La portée de A

Gr (A) le graphique de A

Div L’opérateur de divergence pour les champs tensoriels

γ L’opérateur de trace

Autres symboles

C Une constante positive générique

∂ϕ Le sous-différentiel généralisé de la fonction ϕ

u̇ La dérivé premiére de f par rapport au temps

u.v Le produit scalaire canonique des vecteurs u, v ∈ Rd

σ : τ Le produit interne canonique des tenseurs σ, τ ∈ Sd
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Notations

ν La normale unitare sortante à Γ

uν La composante normale du vecteur u,i.e. uν = u.ν

uτ La composante tangentielle du vecteur u, i.e. uτ = u− uνν
σν La composante normale du tenseur σ,i.e. σν = σν.ν

στ La composante tangentielle du tenseur σ,i.e. στ = σν − σνν
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Chapitre 1

Requis et préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons le matériel préliminaire dont nous avons besoin dans

l’étude des inéquation hémivariationnelles. Cela concerne les espaces fonctionnels utilisés

dans ce mémoire, et donnons quelques propriétés nécessaires, partout dans ce chapitre Ω est

un domaine borné.

Et enfin, nous présentons les définitions de base et les propriétés des opérateurs monotones

et pseudomonasone (à la fois à valeur unique et à valeurs multiples), le sous-gradient d’une

fonction convexe et le sous-gradient au sens de Clarke défini pour une fonction Lipschitz

locale.

1.1 Les espaces fonctionnels et propriétés

Étant donné un ouvert Ω de Rn. Soit x = (x1, ..., xn) un élément de Rn et soit

α = (α1, ..., αn) ∈ Nn un multi-indice tel que |α| =
∑n

i=1 αi, nous posons

Dαu =
∂|α|u

∂α1x1...∂αnxn
,

c’est-à-dire, on dérive u, αi fois par rapport à xi, i = 1, ..., n.
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1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

1.1.1 Espaces des fonctions continues et continûments différen-

tiables

L’espace Ck(Ω) Soit k ∈ N0. Alors Ck(Ω) désigne l’ensemble de toutes les fonctions

réelles continues définies dans Ω, dont les dérivées Dα jusqu’à l’ordre k (c’est-à-dire, toutes

α ∈ Nn
0 telles que |α| < k) sont continues dans Ω avec la convention de notation suivante :

si k = 0 alors Dkv (x) = v (x) pour x ∈ Ω et Ck(Ω) = C(Ω). En outre

C∞(Ω) =
∞
∩
k=0

Ck(Ω)

Soit k ∈ N0 ∪{∞}. Alors Ck
0 (Ω) représente le sous-ensemble de Ck(Ω) contenant toutes

les fonctions nulles dans un voisinage de ∂Ω. Encore C0
0(Ω) = C0(Ω).

L’espace Ck(Ω): Soit d’abord k = 0. Par C(Ω) = C0(Ω) on désigne le sous-ensemble de

C(Ω) contenant toutes les fonctions qui peuvent être étendues continûment sur la fermeture

de Ω.

Maintenant, soit k ∈ N. Alors le symboleCk(Ω) désigne l’ensemble de toutes les fonctions

réelles définies en Ω, dont les dérivées jusqu’à l’ordre k peuvent être étendues continûment

sur Ω, c’est-à-dire une fonction u ∈ Ck(Ω) si et seulement si pour tout α ∈ Nn
0 tel que

|α| < k il existe une fonction vα ∈ C(Ω) telle que

vα (x) = Dαu (x) pour tout x ∈ Ω.

Par souci de simplicité des notations nous écrirons Dαu au lieu de vα même pour x ∈ ∂Ω.

Nous fixons

C∞(Ω) =
∞
∩
k=0

Ck(Ω)

Il est bien connu que pour tout k ∈ N0 l’expression

‖u‖Ck(Ω) =
∑
|α|≤m

max
x∈Ω
|Dαu (x)|C(Ω) (1.1.1)

définit la norme par rapport à laquelle Ck(Ω) est complet, c’est-à-dire que Ck(Ω) est un

espace de Banach. On voit aussi aisément que

‖uj − u‖Ck(Ω) −→ 0 ssi Dαuj −→ Du (uniformément) en 0 pour tout α ∈ Nn
0 , |α| < k.
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1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

L’espace C0,1(Ω): Soit u : Ω −→ R. On dit que u est Lipschitz dans Ω ssi il existe une

constante positive c telle que∣∣∣u (x)j − u (y)
∣∣∣ ≤ c ‖x− y‖ pour tout x, y ∈ Ω.

L’ensemble de toutes les fonctions continues Lipschitz en Ω sera noté C0,1(Ω).

Espaces de Lebesgue Lp (Ω) , p ∈ [0, 1]: Pour p ∈ [1,∞[, Lp(Ω) désigne l’espace des

fonctions mesurables au sens de Lebesgue définies sur Ω à valeurs dans R.

Lp(Ω) = {v : Ω −→ R : v Lebesgue mesurable et |v|p Lebesgue intégrable sur Ω}. C’est
un espace de Banach, dont la norme est donné par

‖v‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|v(x)|pdx

 1
p

(1.1.2)

Si p =∞ et v : Ω −→ R est mesurable, alors

‖v‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|v(x)| = inf{c : |v(x| ≤ c}. (1.1.3.)

L’espace L∞(Ω) est aussi un espace de Banach.

Espaces de Sobolev Une bonne partie de l’analyse des équations aux dérivées partielles

se déroule dans les espaces de Sobolev.

L’espace de Sobolev W k,p (Ω) , k ∈ N, p ∈ [0,∞] est défini comme un sous-espace de

Lp(Ω) de fonctions dont toutes les dérivées généralisées jusqu’à l’ordre k appartiennent à

Lp(Ω) :

W k,p (Ω) = {v ∈ Lp(Ω) | Dαv ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ k}.

La norme sur l’espace W k,p (Ω) est définie par

‖u‖Wk,p(Ω) =


(∑

|α|≤k |Dαu (x)|pLp(Ω)

) 1
p

si 1 ≤ p <∞ (a)

max|α|≤k |Dαu (x)|L∞(Ω) si p =∞ (b)
(1.1.4)

Théorème 1.1.1. L’espace de Sobolev W k,p (Ω) , k ∈ N, p ∈ [0,∞] est complet par

rapport à (1.1.4)(a) quand p ∈ [0,∞) et (1.1.4)(b) si p =∞.
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1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

Théorème 1.1.2. (le résultat de la densité): Soit k ∈ N, p ∈ [0,∞). Alors, où la

fermeture est prise par rapport à la norme (1.1.4)(a).

Une des propriétés très importantes des fonctions appartenant aux espaces de Sobolev

est le fait que l’on peut parler de leurs valeurs aux limites. Avant de rappeler ce fait, nous

introduisons les espaces de Lebesgue Lp (∂Ω) , p ∈ [0,∞].

Soit I une collection finie de toutes les fonctions de Lipschitz a définies dans Kn−1 (a)

et décrivant complètement ∂Ω. Soit u : ∂Ω −→ R une fonction définie sur ∂Ω. On dit que

u ∈ Lp (∂Ω) ssi u (x′, a (x′)) ∈ Lp (Kn−1 (a)) pour tout a ∈ I. Soit Γ ⊂ ∂Ω une partie de la

frontière donnée par le graphe de a ∈ I. Alors l’intégrale de surface de u le long de Γ est

définie comme suit :

∫
Γ

uds =

∫
Kn−1(a)

u (x′, a (x′))

√√√√1 +
n−1∑
i=1

(
∂a (x′)

∂xi

)2

dx′.

En additionnant les intégrales sur tous les Γ, couvrant ∂Ω, nous pouvons définir la valeur

de
∫
∂Ω

uds. En remplaçant u par |u|p on obtient la norme en Lp (∂Ω) pour p ∈ [0,∞) avec

l’extension simple pour p =∞. Nous sommes maintenant prêts à formuler :
Théorème 1.1.3.{Le théorème de trace} Soit p ∈ [0,∞]. Alors il existe une application

linéaire unique γ : W 1,p (Ω) −→ Lp (∂Ω) telle que

- γu = u sur ∂Ω pour tout u ∈ C∞
(
Ω
)
;

- ∃c > 0 tel que

‖u‖Lp(∂Ω) ≤ c ‖u‖1,p ∀u ∈ W 1,p (Ω) .

L’application continue linéaire γ introduite dans le théorème précédent est appelée applica-

tion de trace.

Soit k ∈ N, p ∈ [0,∞]. On définit l’espace de Sobolev

W k,p
0 (Ω) = C∞0

(
Ω
)

La fermeture s’entendant au sens de (1.1.4)(a) si p ∈ [0,∞) ou (1.1.4)(b) quand p =∞.
On voit aisément que W k,p

0 (Ω) est fermé dans W k,p (Ω) et donc complet. Quand k = 1, la

caractérisation simple suivante de W 1,p
0 (Ω) est vraie :
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1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

Théorème 1.1.4. Soit p ∈ [0,∞). alors

W 1,p
0 (Ω) = {v ∈ W 1,p (Ω) |γv = 0 sur ∂Ω}.

Une caractérisation similaire est également vraie pour k > 1 à condition que la frontière

∂Ω soit suffi samment lisse.

Une attention particulière sera portée au cas où p = 2. Alors les espaces de Sobolev

W k,2(Ω),W k,2
0 (Ω) sont les espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)k,Ω =

∫
Ω

∑
|α|≤k

DαuDαvdx.

Pour garder les notations simples, nous utiliserons les symboles Hk(Ω), Hk
0 (Ω) au lieu

de W k,2(Ω),W k,2
0 (Ω), respectivement. La norme dans Hk(Ω) sera notée ‖.‖k,Ω au lieu de

‖.‖k,2,Ω , dans ce qui suit. Cette notation sera également étendue au cas k = 0, c’est-à-dire

‖.‖0,Ω, (., .)0,Ω représente la norme, le produit scalaire en L
2 (Ω), respectivement.

1.1.2 Théorèmes d’injection et injections compactes

Soient X, Y deux espaces normés linéaires dont les normes seront notées ‖.‖
X
, ‖.‖Y , respec-

tivement. On écrit X ↪→ Y ssi X ⊂ Y et l’injection i : X −→ Y est continue de X vers Y ,

c’est-à-dire,

∃c = const > 0 tel que ‖iu‖Y ≤ ‖u‖X ∀u ∈ X.

Si en plus, i est compact, on écrit X
↪→
↪→ Y . On a :

Théorème 1.2.1. Soit k ∈ N, p ∈ [1,∞). Alors:

- W k,p(Ω) ↪→ Lq
∗

(Ω) où 1
q∗ = 1

p
+ k

n
si k < n

p
;

- W k,p(Ω)
↪→
↪→ Lq (Ω) pour tout q ∈ [1, q∗) si k < n

p
;

- W k,p(Ω) ↪→ Lq (Ω) pour tout q ∈ [1,∞) si k < n
p
;

- W k,p(Ω) ↪→ C(Ω) si k > n
p
.

Un théorème similaire peut être formulé pour l’application de traces

γ : W 1,p (Ω) −→ Lp (∂Ω) introduite dans le théorème 1.1.3.. De ce théorème, il résulte

que W 1,p(Ω) ↪→ Lp (∂Ω). Ce résultat peut cependant être affi né comme suit à partir de

Théorème 1.2.2. Soit p ∈ [1,∞) Alors on a :
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1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

- W 1,p(Ω) ↪→ Lq
∗

(∂Ω) où q∗ = np−p
n−p si 1 ≤ p < n;

- W 1,p(Ω)
↪→
↪→ Lq (∂Ω) pour tout q ∈ [1, q∗) si 1 ≤ p < n;

- W 1,p(Ω)
↪→
↪→ Lq (∂Ω) pour tout q ∈ [1,∞) si p ≥ n.

L’injection compacte de l’espace H1(Ω) dans L2(Ω) est connue sous le nom de théorème

de Rellich.

Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Tous les résultats ci-dessus peuvent être étendus aux fonctions à valeurs vectorielles. Si

X (Ω) est un espace de fonctions réelles v : Ω −→ R alors l’espace de fonctions vectorielles

v = (v1, ..., vm) dont toutes les composantes appartiennent à X (Ω) sera noté X (Ω,Rm)

dans la suite. Si τ est une fonction matricielle (n×m), dont les éléments appartiennent à

X (Ω) alors on utilise la notation X (Ω,Rm). La norme de v ∈ X (Ω,Rm), τ ∈ X (Ω,Rn×m).

respectivement, est défini de façon usuelle :
‖v‖X(Ω,Rm) =

m∑
i=1

‖vi‖X(Ω) , v = (vi)
m
i=1

‖τ‖X(Ω,Rn×m) =
∑

i=1,...,n
j=1,...,m

‖τ ij‖X(Ω) τ = (τ ij) i=1,...,n
j=1,...,m

L’espace Ck([0, T ] ;X):

Soit k ∈ N0, Par Ck([0, T ] ;X) nous désignons l’ensemble de toutes les fonctions continues

u : [0, T ] −→ X dont les dérivées (fortes) jusqu’à l’ordre k sont continues dans [O, T ] et

appartiennent à X. L’espace Ck([0, T ] ;X) est complet par rapport à la norme

‖u‖Ck([0,T ];X) =

k∑
i=1

max
t∈[0,T ]

∥∥u(i) (t)
∥∥
X
, (1.3.1)

où u(i) est la i-ième dérivée de u. Si k = 0 on utilise la convention suivante

C0([0, T ] ;X) = C([0, T ] ;X).

L’espace Lp(0, T ;X), p ∈ [1,∞):

Pour p ∈ [1,∞), l’espace Lp(0, T ;X) est l’ensemble de toutes les fonctions mesurables

u : [0, T ] −→ X telle que
∫ T

0
‖u (t)‖pX < ∞. L’espace Lp(0, T ;X) est un espace de Banach
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1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

avec la norme

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
) 1

p

. (1.3.2)

L’espace L∞(0, T ;X) est l’ensemble de toutes les fonctions mesurables u : [0, T ] −→ X

telle que ‖u (t)‖X <∞. Avec la norme

‖u‖L∞(0,T ;X) = ess sup
t∈[0,T ]

‖u (t)‖X ; (1.3.3)

où

ess sup
t∈[0,T ]

‖u (t)‖X = inf {M > 0 | ‖u (t)‖X ≤M p.p. t ∈ (0, T )}

Théorème 1.3.1

Soient X et Y des espaces de Banach avec X continûment plongé dans Y , alors :

i)- L’espace Lp(0, T ;X) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.
ii)- Si X est un espace de Banach réflexif séparable, alors Lp(0, T ;X) est réflexif pour

1 < p <∞.
iii)- L’injection Lp(0, T ;X) ↪→ Lr(0, T ;Y ) pour 1 ≤ r ≤ p ≤ ∞ est continue.

iv)- Les injections C([0, T ] ;X) ↪→ L∞(0, T ;X) ↪→ Lp(0, T ;X) sont continus

pour 1 ≤ p ≤ ∞.
v)- Si X est un espace de Banach réflexif séparable, 1 < p <∞ et 1

p
+ 1

q
= 1, alors

(Lp(0, T ;X))∗ = Lp(0, T ;X∗). (1.3.4)

vi)- Si X est un espace de Hilbert de produit scalaire (., .)X , alors L
2(0, T ;X) un espace

de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u (t) , v (t))X dt.

L’inégalité suivante est très utile dans de nombreuses applications.

Théorème 1.3.2 (L’inégalité de Hölder): Soit X un espace de Banach, 1 < p <∞
et 1/p+ 1/q = 1. Alors l’inégalité suivante est vraie∫ T

0

|〈v (t) , u (t)〉X∗×X | dt ≤
(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
)1/p(∫ T

0

‖v (t)‖qX∗ dt
)1/q

pour tout u ∈ L2(0, T ;X), v ∈ Lp(0, T ;X∗). (1.3.5)
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1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

On note dans ce qui suit par C∞0 (0, T ) l’espace de toutes les fonctions à valeurs réelles

définies sur (0, T ) qui sont infiniment dérivables sur (0, T ) et à support compact dans (0, T ).

La définition suivante étend la notion de dérivée distributionnelle aux fonctions à valeurs

spatiales de Banach.

1.1.3 Notions de base sur l’analyse non lisse

Opérateurs monotones et pseudomonotones

Nous commençons par quelques définitions concernant les opérateurs univalués.

Soit X un un espace de Banach réflexif.

Définition 1.4.1. Un opérateur A : X −→ X∗ est appelé :

(a) Borné si A transforme les ensembles bornés de X en ensembles bornés de X∗,

(b) Hémicontinue si, pour tout u, v, w ∈ X, la fonction t −→ 〈A(u+ tv), w〉 est continue
pour t ∈ [0, 1] ;

(c) Monotone si 〈Au− Av, u− v〉 ≥ 0 pour tout u, v ∈ X ;

(d) Monotone maximal s’il est monotone et 〈w − Av, u− v〉 ≥ 0 pour tout v ∈ X

implique que w = Au ;

(e) Coercitif avec constante α s’il existe α > 0 tel que 〈Au, u〉 ≥ α ‖u‖2
X pour tout u ∈ X.

(f) Pseudo-monotone s’il est borné et un −→ u faiblement dans X avec

lim sup 〈Aun, un − u〉 ≤ 0 implique lim inf 〈Aun, un − v〉 ≥ 〈Au, u− v〉 pour tout v ∈ X.
Remarque 1.4.2. On peut montrer qu’un opérateurA : X −→ X∗ est pseudo-monotone

si et seulement s’il est borné et un −→ u faiblement dans X avec lim sup 〈Aun, un − u〉 ≤ 0

impliquent lim 〈Aun, un − u〉 = 0 et Aun → Au faiblement dans X∗. Notons que si A :

X −→ X∗ est continue, alors elle est hémicontinue.

Proposition 1.4.3. Si A : X −→ X∗ est borné, hémicontinu et monotone, alors il est

pseudomonotone.

Ensuite, nous passons aux opérateurs multivalués définis sur l’espace X. Étant donné

un opérateur multivalué T : X −→ 2X
∗
, son domaine D(T ), son portée R(T ) et graphe

G(T ) sont les ensembles définis par

11



1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

D(T ) = {x ∈ X \ Tx 6= ∅} ,

R(T ) = ∪{Tx \ x ∈ X} ,

G(T ) = {(x, y) ∈ X ×X∗ \ y ∈ Tx} ,

respectivement. On procède avec les définitions suivantes.

Définition 1.4.4. Un opérateur T : X −→ 2X
∗
est appelé :

(a) Borné si le domaine de tout ensemble borné dans X est un ensemble borné dans X∗ ;

(b) Monotone si 〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0 pour tout (u, u∗), (v, v∗) ∈ G(T ) ;

(c) Monotone maximal s’il est monotone et maximal au sens d’inclusion des graphes

dans la famille des opérateurs monotones de X à 2X
∗
;

(d) u0-coercitif s’il existe une fonction α : R+ −→ R avec limr→+∞ α (r) = +∞ telle que

pour tout (u, u∗) ∈ G(T ) on a 〈u∗, u− u0〉 ≥ α (‖u‖X) ‖u‖X , où u0 est un élément donné de

X ;

(e) Pseudomonotone généralisé si, pour toute suite {un} ⊂ X et {u∗n} ⊂ X∗ tel que

un → u faiblement dans X, u∗n ∈ Tun pour tout n ∈ N, u∗n → u∗ faiblement dans X∗ et l

lim sup 〈u∗n, un − u〉 ≤ 0, on a u∗ ∈ Tu et

lim 〈u∗n, un〉 = 〈u∗, u〉 .

Le résultat suivant montre que tout opérateur pseudo-monotone est un pseudomonotone

généralisé, tandis que l’inverse est vrai sous une condition de délimitation supplémentaire.

Proposition 1.4.5.[9] Soit X un espace de Banach réflexif et A : X −→ 2X
∗
un opéra-

teur.

(a) Si A est un opérateur pseudo-monotone, alors A est pseudo-monotone généralisé.

(b) Si A est un opérateur pseudomonotone généralisé qui est borné et pour chaque u ∈ X,
Au est un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de X, alors A est pseudomonotone.

Théorème 1.4.6.[9] SoitX un espace de Banach réflexif etA : X −→ 2X
∗
pseudomonotone

et coercitif. Alors A est surjectif, c’est-à-dire R (A) = X∗.

1.1.4 Sous-gradient de fonctions convexes .

Soit ϕ : X → (−∞,+∞] . Le domaine effectif de ϕ est l’ensemble

12



1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

domϕ = {x ∈ X | ϕ(x) < +∞}. On dit que ϕ est convexe si, pour tout x, y ∈ domϕ et
tout λ ∈ (0, 1), on a

ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y).

La fonction ϕ est dite propre si domϕ = ∅. La fonction ϕ : X → (−∞,+∞] est semi-

continue inférieure (s.c.i.) si, pour tout u ∈ X et pour toute suite {un} ⊂ X telle que

un → u dans X, on a

lim inf ϕ(un) ≥ ϕ(u)

Nous rappelons maintenant la notion de sous-différentielle d’une fonction convexe.

Définition 1.4.7. Soit ϕ : X → (−∞,+∞] une fonction propre et convexe. L’application

∂cϕ : X → 2X
∗
définie par

∂cϕ = {ζ ∈ X∗ \ 〈ζ, v − x〉 ≤ ϕ(v)− ϕ(x) pour tout v ∈ X} .

est appelé le sous-différentiel convexe de ϕ. Si ∂cϕ est non vide, tout élément f ∈ ∂cϕ est
appelé un sous-gradient de ϕ en x. Il est facile de voir que ∂cϕ : X → 2X

∗
est un opérateur

monotone. De plus, nous avons le résultat bien connu suivant.

Théorème 1.4.8.[16]: Soient X un espace de Banach et ϕ : X → (−∞,+∞] une

fonction propre convexe, s.c.i. Alors ∂cϕ : X → 2X
∗
est monotone maximal.

Dans de nombreuses situations, nous traitons des fonctions ϕ : K −→ R où K est un

sous-ensemble non vide de X. Dans de tels cas, il est commode d’étendre la fonction ϕ à

l’espace X en considérant la fonction ϕ̃ : X → (−∞,+∞] Défini par

ϕ̃(v) =

 ϕ(v) si v ∈ K,
+∞ si non.

On dit que la fonction ϕ : K −→ R est convexe si son extension ϕ̃ : X → (−∞,+∞] est

convexe. Elle est semi-continue inférieure (sur K) si ϕ̃ est semi-continue inférieure. Le cas

spécial ϕ = 0 mérite un traitement plus détaillé.

Exemple . Étant donné un sous-ensemble non vide K de X, la fonction χK sur X,

Défini par

χK(v) =

 0 si v ∈ K,
+∞ si v /∈ K,

13



1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

est appelée la fonction indicatrice de K. On peut prouver que le sous-ensemble K de X est

convexe si et seulement si χK est convexe. De plus, K est fermé si et seulement si χK est

s.c.i. Le sous-différentiel de χK est l’opérateur multivalué ∂cχK : X → 2X
∗
donné par

∂cχK (x) =

 {ζ ∈ X∗ \ 〈ζ, x− v〉 ≥ 0 pour tout v ∈ X} si v ∈ X
∅ si v ∈ X

. (1.4.1)

De (1.4.1) il résulte que

ζ ∈ ∂cχK (x)⇐⇒ 〈ζ, x− v〉 ≥ 0 pour tout v ∈ X. (1.4.2)

Sous-gradient au sens de Clarke

Nous passons maintenant en revue la notion de sous-différentiel de Clarke voir [4, 9], par

exemple.pour une fonction localement Lipschitz. Rappelons tout d’abord qu’une fonction

j : X −→ R est dite localement Lipschitz si, pour tout x ∈ X, il existe un voisinage de x,
noté V x, et une constante Lx > 0 estV x -dépendante telle que

|j (y)− j (z)| ≤ Lx ‖y − z‖X pour tout y, z ∈ Vx

On rappelle aussi qu’une fonction continue convexe j : X −→ R est localement Lipschitz.

Définition 1.4.9. Soit j : X → R une fonction localement Lipschitz. La dérivée

directionnelle généralisée (Clarke) de j en point x ∈ X dans la direction v ∈ X, notée

j0(u; v), est définie par

j0(x; v) = lim
w→u,

sup
λ→0

j(y + λv)− j(y)

λ
.

Le gradient généralisé (sous-différentiel) de j en x est un sous-ensemble de l’espace dual X∗

donné par

∂j (x) =
{
ξ ∈ X∗ | j0(u; v) ≥ 〈ξ, v〉 pour tout v ∈ X.

}
Une fonction localement Lipschitz j est dite régulière (au sens de Clarke) en x ∈ X si pour

tout v ∈ X la dérivée directionnelle unilatérale

j′(u; v) = lim
λ→0

j(x+ λv)− j(x)

λ
.

existe et j′(x; v) = j0(x; v).
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1.1. Les espaces fonctionnels et propriétés

Proposition 1.4.10.[16]: Supposons que j : X −→ R est une fonction localement

Lipschitz. Alors les déclarations suivantes sont valides.

(i) Pour tout x ∈ X, la fonction X 3 x −→ j0(x; v) ∈ R est positivement homogène et
sous-additif, c’est-à-dire j0(x;λv) = λj0(x; v) pour tout λ ≥ 0, v ∈ X
et j0(x; v1 + v2) ≤ j0(x; v1) + j0(x; v2) pour tout v1, v2 ∈ X, respectivement.
(ii) Pour tout v ∈ X, on a j0(x; v) = max{〈ξ, v〉 |ξ ∈ ∂j(x)}.
(iii) La fonction X × X 3 (x, v) −→ j0(x; v) ∈ R est semi-continue supérieure, c’est-

à-dire pour tout x, v ∈ X, {xn}, {vn} ⊂ X tels que xn → x et vn → v dans X, on a

lim sup j0(xn; vn) ≤ j0(x; v).

(iv) Pour tout x ∈ X, le gradient généralisé ∂j(x) est non vide, convexe et faiblement

étoile sous-ensemble compact de X∗.

v) Le graphe du gradient généralisé ∂j est fermé en topologie X × X∗w∗ , c’est-à-dire si
{xn} ⊂ X et {ξn} ⊂ X∗ sont des suites telles que ξn ∈ ∂j(xn) et xn → x dans X, ξn → ξ

faiblement étoile dans X∗, alors ξ ∈ ∂j(x).

vi) Si j : X → R est convexe, alors le sous-différentiel au sens de Clarke ∂j(x) en tout

x ∈ X coïncide avec le sous-différentiel convexe ∂cj(x).

Proposition 1.4.11.[16] Soit j, j1, j2 : X −→ R des fonctions sont localement Lipschitz.

Ensuite nous avons le suivant.

(i) Multiples scalaires. L’égalité ∂(λj)(x) = λ∂j(x) est vraie pour tout λ ∈ R et tout
x ∈ X.
(ii) Règles de somme. L’inclusion

∂(j1 + j2)(x) ⊆ ∂j1(x) + ∂j2(x) (1.4.3)

est vraie pour tout x ∈ X ou, de façon équivalente,

(j1 + j2)0 (x; v) ≤ j0
1(x; v) + j0

2(x; v) pour tout x ∈ X, v ∈ X. (1.4.4)

(iii) Si j1, j2 sont réguliers en x ∈ X, alors j1 + j2 est régulier en x ∈ X et on a des

égalités en (1.4.3) et (1.4.4).

Proposition 1.4.12.[9] Soient X et Y des espaces de Banach, soit ϕ : Y −→ R locale-

ment Lipschitz et soit T : X → Y donné par Tx = Ax + y pour x ∈ X, où A ∈ L(X, Y )
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et y ∈ Y est fixé. Alors la fonction j : X −→ R définie par j(x) = ϕ(Tx) est localement

Lipschitz et

(i) j0(x; v) ≤ ϕ0(Tx;Av) pour tout x, v ∈ X,
(ii) ∂j(x) ⊆ A∗∂ϕ(Tx) pour tout x ∈ X,
où A∗ ∈ L(Y ∗, X∗) est l’opérateur adjoint de A. De plus, si ϕ (ou −ϕ) est réguliér, alors

que j(ou −j) soit régulié et dans (i) et (ii) ont des égalités. Ces égalités sont également
vraies si au lieu de la condition de régularité, on suppose que A est surjectif.
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Chapitre 2

Les inclusions stationnaires et Les

inéquations hémivariationnelles

Dans ce chapitre, nous étudions les inclusions d’opérateurs stationnaires, c’est-à-dire les

inclusions dans lesquelles les dérivées de l’inconnue par rapport à la variable de temps ne sont

pas impliquées. Nous commençons par un résultat d’existence de base pour les inclusions

d’opérateurs abstraits. Ensuite, nous l’utilisons pour prouver l’existence de solutions pour

diverses inclusions d’opérateurs de type sous-différentiel. Nous montrons également que,

sous des hypothèses supplémentaires, la solution des inclusions correspondantes est unique.

Enfin, nous spécialisons nos résultats d’existence et d’unicité dans l’étude des inéquations

hémivariationnelles stationnaires. Les théorèmes présentés dans ce chapitre seront appliqués

à l’étude des problèmes statiques de contact frictionnel au Chap 3.

2.1 Le résultat principal de l’existence

Dans cette section, nous établissons l’existence de solutions à une inclusion d’opérateur ab-

strait. Étant donné un espace normé X , on désigne par X∗ son dual (topologique) et par

‖.‖X sa norme. Pour les parenthèses de dualité pour la paire (X,X∗) nous utilisons la nota-

tion 〈., .〉X∗×X . On considère deux triples d’évolution d’espaces (V,H , V ∗) et (Z,H ,Z∗).

Rappelons que cela signifie que V et Z sont deux espaces de Banach réflexifs séparables,

H est un espace de Hilbert et V ⊂ H ⊂ V ∗ , Z ⊂ H ⊂ Z∗ avec des injections continus
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2.1. Le résultat principal de l’existence

et denses. De plus, on suppose que V ⊂ Z avec injection compact. Soit A : V −→ V ∗ ,

B : V −→ 2Z
∗
être donné des opérateurs et f ∈ V ∗ . L’inclusion d’opérateurs à l’étude est

la suivante.

Problème 2.1.1. Trouver u ∈ V tel que

Au+Bu 3 f. (2.1.1)

Nous complétons l’énoncé du problème 2.1.1 avec la définition suivante.

Définition 2.1.2 Un élément u ∈ V est une solution au problème 2.1.1 si et seulement

s’il existe ζ ∈ Z∗ tels que
Au+ ζ = f et ζ ∈ Bu. (2.1.2)

Dans l’étude du problème 2.1.1, nous considérons les hypothèses suivantes.

A : V −→ V ∗est pseudomonotone etcoercitif avec constante α > 0. (2.1.3)

B : V −→ 2Z
∗



(a) ‖Bv‖Z∗ ≤ b0 (1 + ‖v‖V ) pour tout v ∈ V avec b0 > 0.

(b) Pour tout v ∈ V , Bv est non vide,convexe et faiblement compact en Z∗.
(c) 〈Bv,v〉V ∗×V ≥ −b1 ‖v‖2

V − b2 ‖v‖V − b3 pour tout v ∈ V avec b1, b2, b3 > 0.

(d) Gr (B) ⊂ V × Z∗est fermé dans la topologie Z × (w − Z∗)
c’est-à-dire, si ζn ∈ Bvn avec vn,v ∈ V,vn −→ v en Z et

ζn, ζ ∈ Z∗, ζn −→ ζ faiblement dans Z∗, puis ζ ∈ Bv.
(2.1.4)

Rappelons que, d’après la définition 1.4.1(e), un opérateur A : V −→ V ∗ est dit co-

ercitif de constante α > 0, si 〈Av,v〉V ∗×V ≥ α ‖v‖2
V pour tout v ∈ V ; la notion de

pseudomonotonie pour un opérateur à valeur unique est donnée dans la Définition 1.4.1(f)

; en (2.1.4) et ci-dessous, la notation w − Z représente l’espace Z∗ doté de la topologie

faible et, enfin, des conditions suffi santes pour la pseudomonotonie sont fournies dans la

Proposition 1.4.3.
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2.1. Le résultat principal de l’existence

Notons que puisque B est un opérateur multivalué, alors pour chaque v ∈ V , Bv

représente un ensemble dans Z∗ et donc les notations ‖Bv‖Z∗ et 〈Bv,v〉V ∗×V ne sont pas
définis a priori. Néanmoins, précisons que l’inégalité (2.1.4)(a) s’entend au sens où

‖v∗‖Z∗ ≤ b0 (1 + ‖v‖V ) pour tout v∗ ∈ Bv

et, de même, (2.1.4)(c) signifie que

〈v∗,v〉V ∗×V ≥ −b1 ‖v‖2
V − b2 ‖v‖V − b3 pour tous les v∗ ∈ Bv.

Pour la commodité du lecteur, nous utiliserons une telle notation pour les opérateurs mul-

tivalués partout dans le reste de cette mémoire .

Notre principal résultat d’existence dans l’étude du problème 2.1.1 est le suivant.

Théorème 2.1.3. Supposons que (2.1.3) - (2.1.4) soient vérifiés, f ∈ V ∗ et α > b1.

Alors

Le problème 2.1.1 a au moins une solution u ∈ V et, de plus,

‖v‖V ≤ C (1 + ‖f‖V ∗) (2.1.5)

avec C une constante positive .

Démonstration. On définit l’application multivaluée F : V −→ 2V
∗
par

Fv = (A+B)v pour v ∈ V. (2.1.6)

Nous montrons que F est pseudomonotone et coercitif. Tout d’abord, nous prouvons le

pseudomonotonie de F et, à cette fin, nous utilisons la proposition 1.4.5 qui stipule qu’un
opérateur pseudomonotone généralisé qui est borné et a des valeurs non vides, fermées et

convexes est pseudomonotone.

D’après la propriété (2.1.4)(b), il est clair que F a des valeurs non vides, convexes et

fermées dans V ∗ . D’après les limites de A (garantie par (2.1.3) et la définition 1.4.1(f))

et (2.1.4)(a), il s’ensuit que F est une application bornée, c’est-à-dire qu’elle image des

sous-ensembles bornés de V en sous-ensembles bornés de V ∗.

Nous montrons que F est un opérateur pseudomonotone généralisé. Pour cela, soit

vn,v ∈ V , vn ⇀ v dans V , v∗n,v
∗ ∈ V ∗ , v∗n ⇀ v∗ dans V ∗ , v∗n ∈ Fvn et suppose que
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lim sup 〈v∗n,vn − v〉V ∗×V ≤ 0.

On montre que v∗ ∈ Fv et

〈v∗n,vn〉V ∗×V −→ 〈v∗,v〉V ∗×V . (2.1.7)

On a v∗n = Avn + ζn avec ζn ∈ Bvn. De la compacité de l’injection V ↪→ Z il s’ensuit que

vn −→ v dans Z.

Par la borne de B, garantie par (2.1.4)(a), en passant à une sous-suite, si nécessaire, on a

ζn −→ ζ faiblement dans Z∗ avec quelques ζ ∈Z∗. (2.1.8)

De (2.1.4)(d), (2.1.7) et (2.1.8), puisque ζn ∈ Bvn, on déduit immédiatement que ζ ∈ Bv.
De plus, de l’égalité

〈v∗n,vn − v〉V ∗×V = 〈Avn,vn − v〉V ∗×V + 〈ζn,vn − v〉Z∗×Z .

on obtient

lim sup 〈Avn,vn − v〉V ∗×V = lim sup 〈v∗n,vn − v〉V ∗×V ≤ 0.

En exploitant maintenant la pseudomonotonie de A, d’après la Remarque 1.4.2. on en

déduit que

Avn −→ Avn faiblement dans V ∗ (2.1.9)

et

lim sup 〈Avn,vn − v〉V ∗×V = 0. (2.1.10)

Par conséquent, en passant à la limite dans l’équation v∗n = Avn+ζn, nous avons v
∗ = Av+ζ

qui, avec ζ ∈ Bv, implique v∗ ∈ Av+Bv =Fv. Ensuite, à partir des convergences ( 2.1.7)—
(2.1.10) on obtient

lim 〈vn,v〉V ∗×V = lim 〈Avn,vn − v〉V ∗×V + lim 〈Avn,v〉V ∗×V + lim 〈ζn,vn〉Z∗×Z
= 〈Av,v〉V ∗×V + 〈ζ,v〉Z∗×Z = 〈v∗,v〉V ∗×V

ce qui, d’après la définition 1.4.4 (e), montre que F est un opérateur pseudomonotone

généralisé.
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Ensuite, par les hypothèses sur les opérateurs A et B on a

〈Fv,v〉V ∗×V = 〈Av,v〉V ∗×V + 〈Bv,v〉Z∗×Z
≥ (α− b1) ‖v‖2

V − b2 ‖v‖V − b3 = β (‖v‖V ) ‖v‖V ∀ v ∈V ,

où β (t) = (α− b1) t− b2 − b3
t
et β (t) −→ +∞, comme t −→ +∞.

D’où

lim
‖v‖V→∞

inf
{
〈v∗,v〉V ∗×V | v∗ ∈ Fv

}
‖v‖V

= +∞,

ce qui, signifie que l’opérateurF est coercitif. Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer
le théorème 1.4.6 à l’opérateur multivalué F . On en déduit que F est surjectif, ce qui im-
plique que le problème 2.1.1 a une solution u ∈ V . De plus, à partir de la coercivité de F
on a

(α− b1) ‖u‖2
V − b2 ‖u‖V − b3 ≤ ‖f‖V ∗ ‖v‖V .

ce qui implique que l’estimation (2.1.5) est vérifiée avec une constante positive C dépendant

de b1, b2, b3 et α . Ceci termine la preuve du théorème.

2.2 Inclusions de type sous-différentiel

Dans cette section, nous utilisons le résultat de la Section. 2.1 pour montrer l’existence

de solutions à diverses inclusions d’opérateurs généraux de type sous-différentiel. Ensuite,

nous complétons ces résultats d’existence avec divers résultats d’unicité. À cette fin, nous

introduisons quelques notations supplémentaires.

Soit (V,H , V ∗) et (Z,H ,Z∗) être des triples d’évolution d’espaces tels que l’injection

V ⊂ Z soit compact, comme introduit dans la Section. 2.1. On note ci > 0 le constante de

injection de V dans Z. Soit X un espace de Banach réflexif et M : Z −→ X un opérateur

continu linéaire donné. On note ‖M‖ la norme de l’opérateur M dans L (Z,X) et par

M∗ : X∗ −→ Z∗ l’opérateur adjoint à M .

L’existence générale et l’unicité

Soit A : V −→ V ∗ être un opérateur, J : X −→ R une fonctionnelle donnée et f ∈ V ∗ .
Nous considérons l’inclusion suivante de type sous-différentiel.

Problème 2.2.1. Trouver u ∈ V tel que
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Au+M∗∂J (Mu) 3 f. (2.2.1)

Rappelons qu’une solution du problème 2.2.1 s’entend au sens de la définition 2.1.2. Dans

l’étude du problème 2.2.1, nous avons besoin des hypothèses suivantes.

A : V −→ V ∗ est un opérateur satisfait :



(a) A est pseudomonotone et coercitif avec constante α > 0 :

(b) A est fortement monotone, c’est-à-dire,

Il existe une constante mA > 0 telle que

〈Av1 − Av2, v1 − v2〉V ∗×V ≥ mA ‖v1 − v2‖ ∀v1, v2 ∈ V.

(2.2.2)

J : X −→ R est tel que



(a) J est localement Lipschitz sur X .

(b) ‖∂J (u)‖X∗ ≤ c0 + c1 ‖u‖X
Pour tout u ∈ X avec c0, c1 > 0

(c) ∂J : X ×X −→ 2X
∗
a un graphe fermé dans X ×X × (w −X) .

(d) 〈z1 − z2, u1 − u2〉X∗×X ≥ −mJ ‖u1 − u2‖2
X

pour tout zi ∈ ∂J (ui) , zi ∈ X, ui ∈ X, i = 1, 2 avec mJ ≥ 0.

(e) J0 (u;−u) ≤ d0 (1 + ‖u‖X) pour tout u ∈ X avec d0 ≥ 0.

(2.2.3)

M ∈ L (Z,X) (2.2.4)

mA > mJc
2
e ‖M‖ (2.2.5)

Notez que dans (2.2.3) les symboles ∂J et J0 désignent le sous-différentiel de Clarke et la

dérivée directionnelle généralisée de J (.), respectivement.

Sous la notation de cette section, nous avons le résultat d’existence suivant.

Théorème 2.2.2.[9]. Supposons que (2.2.2) et (2.2.4) sont vérifiées, f ∈ V ∗ et l’une

des hypothèses suivantes :

(i) (2.2.3) (a)-(d) et α > c1c
2
e ‖M‖ .

(ii) (2.2.3).
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2.2. Inclusions de type sous-différentiel

est satisfait. Alors le problème 2.2.1 admet une solution unique u ∈ V qui satisfait

l’estimation (2.1.5) .

Démonstration. On applique le théorème 2.1.3 avec l’opérateur B : V −→ 2Z
∗
défini

par

Bv = M∗∂J (Mv) pour v ∈ V.

La preuve de la partie existence du théorème suit exactement les étapes de la preuve du

Théorème 4.5 de [9,p.p.99− 100] où

Bv = M∗∂J (Mv) pour v ∈ V.

L’unicité

Soient u1 et u2 deux solutions du problème 2.2.1, en écrivant Eq.(2.2.1) une fois pour

u1 et une fois pour u2, on obtient Au1+M∗∂J (Mu1) 3 f , Au2+M∗∂J (Mu2) 3 f respec-
tivement.

Alors, il existe zi ∈ X∗ et zi ∈ ∂J (Mui) tels que

Aui+M
∗zi = f pour i = 1, 2. (2.2.6)

En soustrayant les deux équations ci-dessus, en multipliant le résultat par u1 − u2 on

obtient

〈Au1 − Au2, u1 − u2〉V ∗×V + 〈M∗z1 −M∗z2, u1 − u2〉V ∗×V = 0

Utilisant (2.2.2)(b),nous trouvons

mA ‖u1 − u2‖2
V + 〈M∗z1 −M∗z2, u1 − u2〉V ∗×V ≤ 0 (2.2.7)

Nous avons

〈M∗z1 −M∗z2, u1 − u2〉V ∗×V = 〈z1 − z2,Mu1 −Mu2〉X∗×X

Ensuite, par (2.2.3)(b), on obtient

〈M∗z1 −M∗z2, u1 − u2〉V ∗×V ≥ −mJ ‖Mu1 −Mu2‖2
X

et, par conséquent

〈M∗z1 −M∗z2, u1 − u2〉V ∗×V ≥ −mJc
2
e ‖M‖

2 ‖u1 − u2‖2
V (2.2.8)
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2.3. Inéquations hémivariationnelles elliptiques

Substituons (2.2.8) dans (2.2.7), on obtient

mA ‖u1 − u2‖2
V −mJc

2
e ‖M‖

2 ‖u1 − u2‖2
V ≤ 0,

Cela implique (
mA −mJc

2
e ‖M‖

2) ‖u1 − u2‖2
V ≤ 0,

ce qui, au vu de (2.2.5), implique u1−u2. Par la suite, de (2.2.6) on déduit que z1 = z2.

2.3 Inéquations hémivariationnelles elliptiques

Dans cette section, nous utilisons les résultats de la section 2.2, pour présenter les résultats

d’existence et d’unicité des solutions pour les inégalités hémivariationnelles elliptiques. A

cette fin, nous introduisons la notation suivante.

Dans cette section, nous utilisons les résultats de la section 2.2, pour fournir les résultats

d’existence et d’unicité des solutions aux inéquations hémivariationnelles. A cette fin, nous

introduisons la notation suivante.

Soit Ω ⊂ Rd un sous-ensemble ouvert borné de Rd avec une frontière de Lipschitz ∂Ω = Γ

et soit ΓC une partie mesurable de ∂Ω. Aussi, soit V un sous-espace fermé de H1 (Ω;Rs),

s ∈ N, H = L2 (Ω;Rs) et Z = Hδ (Ω;Rs) avec un δ ∈
(

1
2
, 1
)
fixe. Désignant par i : V −→ Z

l’injection et par γ : Z −→ L2 (ΓC ;Rs) et γ0 : H1 (Ω;Rs) −→ H1/2 (ΓC ;Rs) ⊂ L2 (ΓC ;Rs)

les opérateurs de trace, nous obtenons γ0v = γ (iv) for all v ∈ V . Pour simplifier, dans

ce qui suit nous omettons l’injection i et nous écrivons γ0v = γ (iv) pour tout v ∈ V .

De la théorie des espaces de Sobolev nous savons que (V,H, V ∗) et (Z,H,Z∗) forment

des triplets d’évolution des espaces et V −→ Z avec injection compact. On note ce la

constante d’injection de V dans Z. Il découle du théorème 1.1.3 que l’opérateur trace

γ : Z −→ L2 (ΓC ;Rs) est linéaire et continu. On note ‖γ‖ la norme de la trace dans
L (Z,L2 (ΓC ;Rs)) et par γ∗ : L2 (ΓC ;Rs)Z −→ Z∗ l’opérateur adjoint de γ.

Étant donné un opérateur A : V −→ V ∗, j : ΓC × Rs −→ R une fonctionnelle prescrite

et f ∈ V ∗, nous considérons le problème de trouver un élément u tels que

u ∈ V , 〈Au, v〉V ∗×V +

∫
ΓC

j0 (γu; γv) dΓ ≥ 〈f, v〉V ∗×V ∀v ∈ V . (2.3.1)
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2.3. Inéquations hémivariationnelles elliptiques

Une inéquation de la forme (2.3.1) s’appelle inéquation hémivariationnelle elliptique. Ici, la

notation j0 représente la dérivée directionnelle généralisée de j (x, .). Dans ce qui suit, nous

sautons parfois la dépendance de diverses fonctions sur la variable x ∈ Ω∪Γ et omettons le

symbole γ de l’opérateur de trace.

Dans l’étude de le problème (2.3.1), on suppose que l’opérateur A vérifiant l’hypothèse

(2.2.2).On rajoute une hypothèse sur la fonction j : ΓC × Rs −→ R qui satisfont



(a) j(., ξ) est mesurable sur ΓC pour tout ξ ∈ Rd,
et il existe e ∈ L2

(
ΓC ,Rd

)
tel que j(., e (.)) ∈ L1 (ΓC) ;

(b) j(., ξ) est localement Lipschitz sur Rd pour p.p. x ∈ ΓC .

(c) il existe c0, c1 > 0 tel que
∥∥∂j(x, ξ)∥∥Rd ≤ c0 + c1 ‖ξ‖Rd ,

pour tout ξ ∈ Rd, et p.p. x,∈ ΓC ;

(d) il existe m2 > 0, tel que (ζ∗1 − ζ∗2) . (ζ1 − ζ2) ≥ −m2 ‖ζ1 − ζ2‖
2
Rd ,

pour tout ζ i ∈ ∂j(x, ξi), ξi ∈ Rd, i = 1, 2 et p.p. x ∈ ΓC

(d) il existe d0 ≥ 0 tel que j0(x, ξ;−ξ) ≤ d0 (1 + ‖ξ‖Rd) ,
pour tout ξ ∈ Rd et p.p. x ∈ ΓC .

(2.3.2)

Théorème 2.3.1. Supposons que (2.2.2) soit vérifiée et f ∈ V ∗ . Si l’une des hypothèses
suivantes :

(i) (2.3.2)(a)-(e) et α >
√

3c1c
2
e ‖γ‖

2 .

(ii) (2.3.2)

Soit satisfait, et si lhypothèse de petitesse

mA > mjc
2
e ‖γ‖

2 (2.3.3)

est vérifiée, alors le problème (2.3.1) a une solution unique u ∈ V.
De plus, si ui est la solution du problème (1.2.1) correspond à f = fi ∈ V ∗ pour i = 1, 2

alors il existe C > 0 tel que

‖u1 − u2‖V ≤ C ‖f1 − f2‖V ∗ . (2.3.4)

Démonstration. On applique le théorème 2.2.2. Pour cela, nous observons que (2.3.3)

implique (2.2.5) et considérons la fonctionnelle J : L2 (ΓC ;Rs) −→ R défini par

J (u) =

∫
ΓC

j (x, .u (x)) dΓ pour u ∈ L2 (ΓC ;Rs) . (2.3.5)
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2.3. Inéquations hémivariationnelles elliptiques

Lemme 2.3.2.[8] Supposons que j : ΓC × Rs −→ R vérifie l’hypothèse (2.3.2). Alors

la fonctionnelle J donnée par (2.3.5) est bien définie et localement Lipschitz sur des sous-

ensembles bornés de L2 (ΓC ;Rs), son gradient généralisé satisfait la condition de croissance

linéaire

ζ ∈ ∂J (u)⇒ ‖ζ‖L2(ΓC ;Rs) ≤ c0 − c1 ‖ζ‖L2(ΓC ;Rs), (2.3.6)

avec c0 =
√

3mes (ΓC)c0 et c1 =
√

3c1

et pour sa dérivée directionnelle généralisée nous avons

J0 (u, v) ≤
∫

ΓC

j0 (x, .u (x) ; v (x)) dΓ pour u, v ∈ L2 (ΓC ;Rs) . (2.3.7)

et

J0 (u,−u) ≤ d0

(
1 + ‖u‖L2(ΓC ;Rs)

)
avec d0 ≥ 0.

De plus, si en plus j ou −j est régulier au sens de Clarke, alors J ou −J est régulier,
respectivement,Alors

J0 (u, v) =

∫
ΓC

j0 (x, .u (x) ; v (x)) dΓ pour u, v ∈ L2 (ΓC ;Rs) .

et

∂ (J ◦ γ) (v) = γ∗ ◦ ∂ (γv) pour v ∈ V,

où γ∗ : L2 (ΓC ;Rs) −→ V ∗ désigne l’opérateur adjoint de γ donné par

γ∗z (v) =

∫
ΓC

z (x) γv (x) dΓ pour tout v ∈ V, pour z ∈ L2 (ΓC ;Rs) .

Ensuite, sous les hypothèses (2.3.2)(a)—(d), nous montrons que la fonctionnelle J satisfait

la condition (2.2.3)(d). En effet, soit ui, zi ∈ L2 (ΓC ;Rs), zi ∈ ∂J (ui), i = 1, 2. De (2.3.6),

on déduit qu’il existe ζ i ∈ L2 (ΓC ;Rs) tel que ζ i ∈ ∂j (x, ui (x)) pour a.e. x ∈ ΓC et

〈zi, v〉L2(ΓC ;Rs) =

∫
ΓC

ζ i (x) .v (x) dΓ pour tout v ∈ L2 (ΓC ;Rs) pour i = 1, 2.

D’après (2.3.2)(d), on a

〈z1 − z2, u1 − u2〉L2(ΓC ;Rs) =

∫
ΓC

(ζ1 (x)− ζ2 (x)) . (u1 (x)− u2 (x)) dΓ

≥ −mj

∫
ΓC

‖u1 (x)− u2 (x)‖2
R dΓ

= −mj ‖u1 (x)− u2 (x)‖2
L2(ΓC ;Rs) .
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2.3. Inéquations hémivariationnelles elliptiques

Nous concluons de ce qui précède que la condition (2.2.3) est satisfaite. De plus, on observe

que l’hypothèse (i) implique la condition α > c1ce ‖γ‖2 et donc l’hypothèse (i) du théorème

2.2.2 est vérifiée.

Deuxièmement, nous supposons l’hypothèse (ii). Puis, en appliquant à nouveau le

Lemme 2.3.2, on obtient ( 2.2.3). Par conséquent, il est facile de voir que l’hypothèse

(ii) du théorème 2.2.2 est vérifiée. Du théorème 2.2.2 on déduit qu’il existe une solution

unique u ∈ V au problème

Au+γ∗∂J (γu) 3 f (2.3.8)

qui satisfait l’estimation (2.1.5). Nous procédons à notre preuve par l’étape suivante.

Affi rmation : toute solution de (2.3.8) résout le problème 2.3.1. Il découle de (2.3.8)

qu’il existe z ∈ ∂J (γu), z ∈ L2 (ΓC ;Rs) tels que Au+γ∗z = f . En multipliant ce dernier

par v ∈ V , on a

〈Au, v〉V ∗×V + 〈γ∗z, v〉V ∗×V = 〈f, v〉V ∗×V

Alors

〈Au, v〉V ∗×V + 〈z, γv〉L2(ΓC ;Rs) = 〈f, v〉V ∗×V

D’après (2.3.7), avec la définition de la sous-différentielle, implique

〈z, γv〉L2(ΓC ;Rs) ≤ J0 (γu, γv) ≤
∫

ΓC

j0 (x, .γu (x) ; γv (x)) dΓ.

lI découle de ce qui précède que u est une solution au problème 2.3.1 et cela prouve

l’affi rmation.

Enfin, nous supposons l’hypothèse de régularité soit sur j soit sur −j . Afin de prouver
que, sous cette hypothèse, la solution du problème 2.3.1 est unique, nous montrons que

u ∈ V résout (2.3.8) si et seulement si u ∈ V résout le problème 2.3.1. En raison de la

revendication précédente, il suffi t de prouver la partie . Soit donc u ∈ V une solution au

problème 2.3.1, c’est-à-dire,

〈Au, v〉V ∗×V +

∫
ΓC

j0 (x, γu (x) ; γv (x)) dΓ ≥ 〈f, v〉V ∗×V ∀v ∈ V

Alors, par le Lemme 2.3.2, nous savons que dans (2.3.7) nous avons l’égalité. Ainsi

〈Au, v〉V ∗×V + J0 (γu, γv) ≥ 〈f, v〉V ∗×V ∀v ∈ V
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2.3. Inéquations hémivariationnelles elliptiques

De ce dernier, en exploitant les égalités

J0 (γu, γv) = (J ◦ γ)0 (u, v) et ∂ (J ◦ γ) (u) = γ∗∂ (γu)

(qui représentent une conséquence de la Proposition 1.4.12), on a

〈f − Au, v〉V ∗×V ≤ J0 (γu, γv) = (J ◦ γ)0 (u, v) ∀v ∈ V

et

f − Au ∈ ∂ (J ◦ γ) (u) = γ∗∂ (γu) .

⇒ f ∈ Au+ γ∗∂ (γu) .

On en déduit que u ∈ V est solution de (2.3.8).

Démontrer enfin l’inégalité (2.3.4). Soit fi ∈ V et ui l’unique solution du problème

2.3.1 correspondant à fi , i = 1, 2. Comme le problème 2.3.1 est équivalent à (2.3.8), on a

Aui+γ
∗ζ i = fi et ζ i ∈ ∂J (γui), i = 1, 2. D’où

Au1−Au2 + γ∗ζ1 − γ∗ζ2 = f1 − f2

et d’après (2.2.2)(b), on a

mA ‖u1−u2‖2
V + (ζ1 − ζ2, γ (u1−u2))L2(ΓC ;Rs) ≤ 〈f1 − f2,u1−u2〉V ∗×V .

Comme J satisfait la condition de monotonie relaxée, on obtient

(ζ1 − ζ2, γ (u1−u2))L2(ΓC ;Rs) ≥ −mjc
2
e ‖γ‖

2 ‖u1−u2‖2
V .

Par conséquent, des deux inégalités précédentes, nous obtenons que

(
mA −mjc

2
e ‖γ‖

2) ‖u1−u2‖2
V ≤ ‖f1−f2‖V ∗ ‖u1−u2‖V .

Maintenant, par (2.3.3) on en déduit que l’inégalité (2.3.4) est satisfaite, ce qui conclut la

preuve.
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Chapitre 3

Analyse du problème de contact

statique

Le troisième chapitre du mémoire est consacré à l’étude mathématique d’un problème de

contact sans frottement pour des matériaux élastiques dans un processus quasi-statique.

Le contact est modélisé par une compliance normale sans frottement et est associé à sous-

différentielle des surfaces de contact. Le problème se formule comme formé par une in-

équation hémivariationnelle elliptique par rapport au champ de déplacement. Des résultats

d’existence et d’unicité de la solution ont été considérés en utilisant la théorie des inéquations

hémivariationnelles, et des arguments de point fixe.

3.1 Formulation mécanique du problème et hypothèses

Nous supposons que le processus est statique, que le matériau est élastique et que les forces

et tractions externes ne dépendent pas du temps. Rappelons que le corps élastique occupe un

ensemble connexe ouvert borné Ω ⊂ Rd de frontière Γ = ∂Ω, supposé Lipschitz continu. On

suppose également que Γ se compose de trois ensembles Γ1 , Γ2 et Γ3 , avec des ensembles

relativement ouverts mutuellement disjoints Γ1 , Γ2 et Γ3 , tels que meas (Γ1) > 0. Le

modèle classique pour le processus est le suivant.
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3.1. Formulation mécanique du problème et hypothèses

problème P1. Trouver le champ de déplacement u : Ω × [0, T ] → Rd et le champ du

tenseur des contraintes σ : Ω× [0, T ]→ Sd tels que

σ(t) = Fε(u(t)) (3.1.1)

Div σ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ) ; (3.1.2)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ) ; (3.1.3)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) ; (3.1.4)

σν (t) ∈ jν (t,uν (t)) , sur Γ3 × (0, T ); (3.1.5)

στ (t) = 0 sur Γ3 × (0, T ) ; (3.1.6)

u(0) = u0 dans Ω. (3.1.7)

Les équation (3.1.1) représentent la loi de comportement élastique, où σ désigne le tenseur

des contraintes, u représente le champ de déplacement, F est l’opérateur d’élasticité.(3.1.2)
est l’équation d’équilibre. Les conditions (3.1.3) et (3.1.4) sont les conditions aux limites

de déplacement et de traction, respectivement. L’inclusion (3.1.5) représente la condition

de compliance normale de condition de contact qui peut être exprimé sous la forme sous-

différentielle, où jν est une fonction donnée, le symbole ∂jν désigne le sous-différentiel de

Clarke de jν . (3.1.6) indique que le contact est sans frottement, c’est-à-dire que la contrainte

tangentielle disparaît sur la surface de contact pendant le processus. Dans (3.1.7) u0 est le

déplacement initial du matériau.

Nous introduisons présent un sous-espace fermé de H1, dont la définition est donnée par

V =
{
υ ∈ H1

(
Ω,Rd

)
/ υ = 0 sur Γ1.

}
Comme mes (Γ1) � 0, l’inégalité de Korn est verifiée, donc il existe une constante C k > 0,

qui dépend uniquement de Ω et Γ1, telle que:

‖ε (υ)‖H ≥ C k ‖υ‖H1(Ω,Rd) ∀υ ∈ V.

La démonstration de l’inégalité de Korn peut être trouvée dans [3, 5] . L’espace V

muni du produit scalaire et de la norme associée donnée par:

(u , υ)V = (ε (υ) , ε (υ))H , |υ|V = |ε (υ)|H ∀u, υ ∈ V
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3.1. Formulation mécanique du problème et hypothèses

Il vient que ‖.‖H1(Ω,Rd) et ‖.‖V sont des normes équivalentes sur V et par conséquent,

(V , ‖.‖V ) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le Théorème de trace de Sobolev il

existe une constante C0 dépend uniquement de Ω,Γ1 et Γ3 telle que

‖υ‖L2(Γ3)d ≤ C0 ‖υ‖V ∀υ ∈ V.

Dans l’étude du problème P1, on considére les hypothèses suivantes.

L’opérateur d’élasticité F : Ω× Sd −→ Sd satisfait

(a) Il existes a0 ∈ L2 (Q) , a0 ≥ 0 et a1 > 0 tel que

‖F (x, ε)‖Sd ≤ a0 (x) + a1 ||ε||Sd Pour tout ε ∈ Sd, p.p x ∈ Ω.

(b) Il existe mF > 0 tel que

(F (x, ε1)−F (x, ε2) , (ε1 − ε2)) ≥ mF ‖ε1 − ε2‖2
Sd ∀ε1, ε2 ∈ Sd p.p x ∈ Ω.

(c) x −→ F (x, ε) est mesurable sur Ω Pour tout ε ∈ Sd.
(d) ε −→ F (x, ε) est continue sur Sd Pour p.p x ∈ Ω.

(e) F (x, 0) = 0 Pour p.p x ∈ Ω.

(3.1.8)

La fonction jν : Γ3 × R −→ R satisfait



(a) Il existe c0τ , c1τ > 0 tel que

|∂jτ (x, ξ)| ≤ c0τ + c1ν |ξ| Pour tout ξ ∈ R p.p.x ∈ Γ3 .

(b) Il existe mτ > 0 tel que

(ζ1 − ζ2) . (ξ1 − ξ2) ≥ − mν |ξ1 − ξ2|
2 Pour tout ζ i ∈ ∂jν (x, ri) , ξi ∈ R, i = 1, 2 p.p.x ∈ Γ3.

(c) Il existe c2ν ≥ 0 tel que

j0
τ (x, ξ;−ξ) ≤ c2ν (1 + |ξ|) Pour tout ξ ∈ Rd p.p.x ∈ Γ3

(d) (x) −→ jν (x, ξ) est mesurable sur Σ3 pour tout ξ ∈ R et jτ (x, 0) ∈ L1 (Γ3) .

(e) jν (x, .) est localement Lipschitz sur R pour p.p.x ∈ Γ3.

(3.1.9)

nous supposons que les forces volumiques f0 et les tractions surfaciques f2 ont la régularité

f0 ∈ L2 (0, T ;V ∗) , f2 ∈ L2
(
0, T ;L2

(
Γ2;Rd

))
(3.1.10)
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3.2. Formulation variationnelle

enfin, les données initiales ont la régularité

u0 ∈ V. (3.1.11)

On définit la fonction f : (0, T ) −→ V ∗ par

(f(t),v)V ∗×V = (f0 (t) ,v)H + (f2 (t) ,v)L2(Γ2;Rd) pour v ∈V et p.p.t ∈ (0, T ) . (3.1.12)

Pour présenter la formulation variationnelle du problème 7.1, nous utilisons les espaces

H =
{

u = (ui) / ui ∈ L2 (Ω)�i = 1, d
}

= L2
(
Ω,Rd

)
H =

{
σ = (σij) / σij = σji ∈ L2 (Ω)�i, j = 1, d

}
= L2 (Ω, Sd)

H1 = {σ ∈ H / Divσ ∈ H }

et on rappelle que suivant la formule de Green

(σ, ε(v))H + (Div σ,v)H =

∫
Γ

σν.vdΓ for σ ∈ H1,v ∈H1. (3.1.13)

Ensuite, nous présentons la formulation variationnelle du problème P 7.

3.2 Formulation variationnelle

On Supposons que {u, σ} soient des fonctions suffi samment lisses qui résolvent (3.1.1)-
(3.1.7). Nous utilisons l’équation d’équilibre (3.1.2) et la formule de Green (3.1.13) pour

trouver que

(σ (t) , ε (v))H = (f0 (t) ,v)H +

∫
Γ

σ (t) ν.vda, (3.2.1)

Ensuite, nous décomposons l’intégrale de bord sur Γ1,Γ2 et σνvν et, puisque v = 0 a.e. sur

Γ1, σν = f2 sur Γ2, et

σν.v =σνvν + στ .vτ on Γ3

on en déduit que

(σ (t) , ε (v))H = (f0 (t) ,v)H + (f2 (t) ,v)L2(Γ2;Rd) +

∫
Γ3

(σν (t)vν + στ (t) .vτ ) da (3.2.2)

D’autre part, à partir de la définition de la sous-différentielle de Clarke combinée avec

(3.1.5 ) , on a

−σν (t)vν≤ j0
ν (u̇ν (t) ;vν) , sur Σ3,
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ce qui implique que∫
Γ3

(σν (t)vν + στ (t) .vτ ) da ≥ −
∫

Γ3

j0
ν (t, u̇ν (t) ;vν) da (3.2.3)

Nous combinons maintenant (3.2.1)-(3.2.3) pour voir que

(σ (t) , ε (v))H +

∫
Γ3

j0
τ (u̇ν (t) ;vν) da

≥ (f (t) ,v)V ∗×V , ∀v ∈ V p.p.t ∈ (0, T ) . (3.2.4)

où la fonction f : (0, T )→V ∗ est donné par( 3.1.12).
problème PV Trouvrer le champ de déplacement u : [ 0, T ] −→ V tels que:

(σ(t), ε(v))H +

∫
Γ3

j0
ν (t, u̇ν (t) ;vν) da

≥ (f(t),v)V ∗×V pour tout v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ) , (3.2.5)

u(0) = u0. (3.2.6)

3.3 L’existence et l’unicité de la solution

Notez que, contrairement aux formulations variationnelles des problèmes de contact fric-

tionnel étudiés précédemment, le problème P 1 représente un inéquations variationnelles

elliptique.

Dans l’étude du problème PV nous avons le résultat suivant.

Théorème 3.3.1 Nous supposons que les hypothèses (3.1.8)- (3.1.9) et (3.1.11) sont

satisfaites, si l’hypothèse de petitesse

soit jν (x, .) et − jν (x, .) sont réguliers pour p.p. x ∈ Γ3 (7.3.1)

et, en plus,

mF > c2τc
2
e ||γ||

2 . (7.3.2)

est vérifiée, alors le problème PV a une unique solution satisfaisant

u ∈ V (7.3.3)

Démonstration. Démonstration Théorème 3.3.1 découle du Théorème 2.3.1 page 25.

Pour la fournir, nous introduisons l’opérateur A : V −→ V ∗ défini par

〈Au, v〉V ∗×V = (Fε(u(t)), ε(v(t)))H
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3.3. L’existence et l’unicité de la solution

et la fonction j : Γ3 × R −→ R par

j(x, ξ)V ′×V = jν (x, ξν)H pour tout x∈Γ3, ξ ∈ R.

l’opérateur A et la fonction j , satisfont hypothèses (2.3.1) et (2.3.2) respectivement .

On applique maintenant le Théorème 2.3.1 avec f ∈ V ∗ donné par (3.1.12) et on en déduit
que le problème PV a une unique solution , ce qui termine la démonstration.
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